Catka niewtfasciwa pierwszego rodzaju

Catka niewtfasciwa
Do tej pory, gdy méwiliSmy o catkach oznaczonych, to przyjmowalismy,
ze funkcja f (z ktérej liczymy catke) jest ograniczona na przedziale [a, b].
Anna Bahyrycz Zazwyczaj liczyliémy catki oznaczone z funkcji ciagtych, z ktérych catki
Riemanna na przedziale domknietym zawsze istnieja. Teraz zajmiemy sie

Definicja 1
Zatézmy, ze funkcja f jest okreslona na przedziale [a,+o0) i dla
dowolnego (3 € (a,+o0) istnieje catka Riemanna

];ﬁ f(x)dx.

Catke niewtasciwa pierwszego rodzaju funkcji f na przedziale [a,+o0)
definiujemy wzorem:

faoo flz)dx = ﬁEer faﬁ f(z) dx.

Jezeli granica po prawej stronie znaku réwnosci jest wtasciwa, to méwimy
ze catka niewfasciwa funkcji f na [a,+o0) jest zbiezna. Jezeli granica ta
jest réwna +oo lub —oo, to méwimy, ze catka jest rozbiezna odpowiednio
do +oo lub —co.

W pozostatych przypadkach méwimy, ze catka jest rozbiezna.
Analogicznie definiuje sie catke niewfasciwa pierwszego rodzaju funkcji f
na przedziale (-0, b]:

(o]

[b flz)dx = lim bf(w) dx.

catkami niewtasciwymi. Zaczniemy od catek niewtfasciwych pierwszego
rodzaju, czyli takich, ze granica catkowania jest —oo lub +oo0.

Przyktad 1

Korzystajac z definicji zbadac zbieznos¢ caftki:

< 1 . sl : g
.[0 1722 dx = ﬁ1—1>IPOO . 132 dx = 51_1>IB>° [arctgx]o

= lim (arctgB — arctg0) = T
B—+o0 2

Zatem rozwazana catka jest zbiezna.
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Przyktad 2

Korzystajac z definicji zbadac zbieznos¢ caftki:

| | 1, 1
76&1} = llHl 7d$ = hm =3 31} - 5 2
[oo Y3r—5  av-eda YBr-5  a>-e [V L.

= lim (V61 3/Ba-5)?) = -

Zatem rozwazana catka jest rozbiezna do —oc.

Catkasnigwtasciwa drugiego rodzaju

Niech funkcja f okreslona na przedziale (a,b] bedzie nieograniczona
tylko na prawostronnym sasiedztwie punktu a i dla dowolnego a € (a,b)

istnieje catka Riemanna
b
f f(x)dx.

Catke niewfasciwa drugiego rodzaju funkcji f na przedziale (a,b]
definiujemy wzorem:

fabf(x)dx = alirg /ab f(x) dx.

Jezeli granica po prawej stronie znaku réwnosci jest wfasciwa, to
mdéwimy, ze catka niewfasciwa funkcji f na (a,b] jest zbiezna. Jezeli
granica ta jest rowna +oo lub —oo, to méwimy, ze catka jest rozbiezna
odpowiednio do +oo lub —oo.

W pozostatych przypadkach méwimy, ze catka jest rozbiezna.
Analogicznie definiuje sie catke niewtasciwa drugiego rodzaju funkcji f na
przedziale [a,b) nieograniczonej tylko na lewostronnym sasiedztwie

punktu b :
[ f(x)d 11m / (z) dx.

Przyktad 3

Dla ustalonej liczby a > 0, w zaleznosci od parametru p € R, zbadac

zbieznos¢ catki:
o 1
p= f —dx.
a xP

1 ﬁxl’p+0 dla p+1
Poniewaz / —dx = ,

o Injg]+C  dla p=1
wiec rozwazmy przypadki:
> p= ]_
> 1 . A1 .
/ —dz = lim —dz= lim (Inf-1na) = +oc0
a T Bo+eoJa @ B—+o0
*»p=xl

Lol dla p>1

oo p-1
/ —dx = lim 1—(51 P_qlP) =
@ fvkeo +o0 dia p<1

Zatem I, jest zbiezna dla p > 1 i rozbiezna do +oo dla p < 1.

Przyktad 4

Korzystajac z definicji zbadac¢ zbieznos¢ catki:

]:(ac—ll)de

Zauwazmy, ze poniewaz
. 1 _
hmxﬁlf W = +o00,
wiec funkcja podcatkowa
jest nieograniczona
T Lher . .
=g w lewostronnym sasiedztwie 1.

-

lim (i—1):+oo

1o
[0 ozte = Jim f (x—1)2 R SR

Zatem rozwazana catka jest rozbiezna do +oc.
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Przyktad 5

Korzystajac z definicji zbadacé zbieznos¢ catki:

2 1 2 1 1 2
-~ dz= lm f — — _dr=lim [-/(Bz-5)?
f% V3r -5 am3tJa Br-5 wg+[2 ( )]a

1 1
=3 lir151+(1 - (Ba-5)?) = 3
a3

Zatem rozwazana catka jest zbiezna do %

Definicja 3

Zatézmy, ze funkcja f jest okreslona na przedziale (a,b) gdzie
a,beR:=Ru{-o0,+00}. Jezeli dla pewnego c € (a,b) istnieja catki
niewtasciwe funkcji f w przedziatach (a,c] i [¢,b) to catke niewtasciwa
funkcji f w przedziale (a,b) okreslamy jako

[ [ pyas [,

o ile wyrazenie po prawej stronie ma sens.

Uwaga 1

Definicja powyzsza nie zalezy od wyboru punktu c.

Przyktad 6

Dla ustalonej liczby a > 0, w zaleznosci od parametru p € R, zbadac
zbieznos¢ catki niewtasciwej drugiego rodzaju:

a 1
I:f—d.
p Ompx

1 ﬁxl’p+C dla p+1
Poniewaz / —dz = ,

o Injg]+C  dla p=1
wiec rozwazmy przypadki:
> p = 1
al ) al )
/ —dx = lim f —dz = lim (Ina-Ina) = +00
0 x a—=0tJa T a—0*
*»p#l

1 1P
a1 ‘ 1 . . 50 dla p<1
f —dz = lim (aP-aP)=
0 P a0t 1-p +00 dla p>1

Zatem I, jest zbiezna dla p <1 i rozbiezna do +oo dla p > 1.

Przyktad 7

Korzystajac z definicji zbadac¢ zbieznos¢ catki:

o 1 o o 1
/ da::f da;+f i
—oo 1+ 22 oo 1+ 22 o 1+2z2

0 1 0 1
[m T a2 dx = lim /a T2 dx = alilpw [arctgx]z = ali@w(O—arctga) =

a——00

© 1 . ol . B ™
fo a2 dx ﬁlirpm fo szdx = lim [arctgx]o = ﬁlirflm(arctgﬁ—O) =3

PB—+o0

Zatem rozwazana catka jest zbiezna i réwna .

W powyzszym przyktadzie mozemy réwniez skorzystac z parzystosci
funkcji podcatkowej

] ]
f dac:Q[ 7dx:2-z:7r.
oo 1+ 22 o 1+22 2
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Twierdzenie 1 (I kryterium poréwnawcze zbieznosci catki)

Niech f7g: [a’ab) _>R' be (_00700] (f)g : (a7b] —)R' a€ [_ooaoo))

spetniaja nieréwnos¢ 0 < f(x) < g(x) dla x € [a,b) (z € (a,b]). Wowczas
1. jesdli catka fabg(x)dx Jest zbiezna, to catka fabf(x)dx jest zbiezna,

2. jesli catka fab f(x)dx jest rozbiezna, to catka fab g(z)dz jest
rozbiezna.

Twierdzenie 2 (Il kryterium poréwnawcze — asymptotyczne)
Niech f7g: [a'a b) g R' be (—00, Oo] (f)g : (a7b] g R' ae [—oo, Oo)) b‘?d%
funkcjami nieujemnymi albo niedodatnimi.

Jesli istnieje lim,_,p- 58; =K €(0,00) (limg_q+ % =K €(0,00),

to catki fab g(z)dz, fab f(x)dx s3 réwnoczesnie zbiezne albo rozbiezne.

Definicja 4
Méwimy, ze catka niewfasciwa fab f(x)dx jest bezwzglednie zbiezna jesli
zbiezna jest catka fab |f(z)|dz, warunkowo zbiezna jesli catka fab f(z)dx

Jest zbiezna, a catka fab |f(2)|dx rozbiezna.

Twierdzenie 3
Jezeli catka niewfasciwa jest bezwzglednie zbiezna, to jest zbiezna.

Ponadto \ .
| [ f@aa|< [l (@)a.

Przyktad 8

Korzystajac z kryterium poréwnawczego zbadac zbieznos¢ catki:

f“’" arctgxd
x.
1 xd+1

Mozemy skorzystac z I-ego lub ll-ego kryterium poréwnawczego.

> Z l-ego kryterium poréwnawczego:

arctgy
x3+1

poniewaz (<
x

to stad wnioskujemy, ze rozwazana catka jest zbiezna.

> Z ll-ego kryterium poréwnawczego:

. . arctgx 1
poniewaz 8 o 0/i—=>0dlax>1 oraz
3 +1 3
arctgx
. 333+g1 . 22 +1 ™
lim 5= = lim arctgz - =—,

x3

to stad wnioskujemy, ze rozwazana catka jest zbiezna.

Przyktad 9

Zbadac zbieznos¢ i zbieznos¢ bezwzgledna catki:

3

+00 Q1
Sin- T
f 5 dx.
1 X

.3
. . sin” x 1 teodr ..
Poniewaz 0 < |7| <— dla x>1 oraz — Jjest zbiezna,
x? x? 1 22

to stad wnioskujemy, na podstawie I-ego kryterium poréwnawczego, ze

catka 5
oo 18in” x
| 3 |dz
1 T

Jjest zbiezna, co oznacza, ze rozwazana catka jest bezwzglednie zbiezna.
Ze zbieznosci bezwzglednej catki (zobacz Twierdzenie 3) wynika
zbieznos¢, zatem rozwazana catka jest takze zbiezna.

si

Zauwazmy, ze do funkgji gzz dla x > 1 nie mozemy bezposrednio
zastosowaé kryterium poréwnawczego, gdyz funkcja ta przyjmuje zaréwno
wartosci dodatnie jak i ujemne - zatozenia zaréwno l-ego i ll-ego
kryterium poréwnawczego nie s3 spetnione.

g +0oo T
<= dla x>1 oraz / — Jjest zbiezna,
x3 1 3
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